Kapitel 6

Effektive Medien

Maxwell-Garnett, homogenisieren
experimentelle Techniken: Losungen, Filme, Absorption, Ellipsometrie
Wiederholung “effektives Medium”
Polarisierbarkeit fiir eine kleine Kugel (Radius a)

E—Em
€+ 2e,,

o = 4mega’ (6.1)
mit ¢ der dielektrischen Funktion der Kugel, ¢,, des umgebenden Mediums.

Tabelle aus dem Buch von Kreibig mit Resonanzbedingungen: dort ist £; = ¢/¢,,
die relative dielektrische Function. Speziell die Kugel hat eine Resonanz bei ¢(w) =
—2€m.-

Idee des “effektiven Mediums”: einfache Beschreibung, die die Wellenoptik bei
geniigend groflen Wellenliiagen richtig wiedergibt. Etwa Dispersionsrelationen und
Fresnel’sche Formeln. Und fiir eine Schicht: Reflexion und Transmission. Typischer-
weise tritt auch Absorption auf. Also fiir Groen R, T', A, die mit der Intensitit gehen:

1=R+T+A (6.2)

Da so ein Medium intrinsisch inhomogen ist (aus einzelnen kleinen Objekten besteht),
gibt es auch immer Streuung: ein Teil der Energie eines kohdrenten Lichtstrahls wird
also in statistisch verteilte Strahlen umgewandelt. Man unterscheidet zwischen Extink-
tion und Streuung. Die Extinktion fasst Streuung und Absorption zusammen.

Die entsprechenden Wirkungsquerschnitte findet man bei Bohren & Huffman:

£—¢
Cow = kIma = ma®4z ] { m} 6.3
¢ ma = ma“4x Im S e (6.3)
E 8xtie—¢e, |2
Caps = —|a* = ma®—— = 6.4
b = gl =T ©.4)
= ka (6.5)
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Im optischen Spektralbereich schitzt man daraus ab, dass Streuung fiir Nano-Kugeln
mit ¢ < 20nm vernachlédssigt werden kann. In diesem Regime kdnnen wir also be-
ruhigt von einem effektiven Medium ausgehen, in dem Licht sich “geradlinig” (ohne
diffuse Streuung) ausbreitet, wie in der geometrischen Optik.

Wir stellen fest: fiir Nano-Partikel enthalten diese Ausdriicke den Radius a explizit,
aber nicht tiber ihre spektrale Abhéngigkeit. Anders gesagt: die Resonanzen im Spek-
trum hidngen nicht von der Grof3e der Partikel ab. Das stimmt nicht ganz: fiir bestimmte
Teilchen geht die GroBe indirekt in die dielektrische Funktion £(w, a) ein: finite size
effect bei Halbleitern, die elektronischen Zustinde und die Bandliicke hdngen von der
GroBe ab. Und in metallischen Teilchen ein beliebter Trick: der Relaxations-Parameter
v = 1/7 im Drude-Modell hingt vom Radius ab.

Effektives Medium: suche .4, das die optischen Eigenschaften von Partikeln
(¢1(w, a)) beschreibt, die in einer Matrix (¢, meistens reell angenommen) eingebettet
sind. Eine wichtige GroBe in diesem Zusammenhang ist der Fiillfaktor f = Vi,at/Viot,
also der Volumenanteil, der von den Partikeln ausgefiillt wird. Beachte, dass per Defi-
nition 0 < f < 1.

Newton. Schon Newton hat argumentiert, dass ein arithmetisches Mittel verniinftig
ist:
Newton : gef = fe1+ (1 — feo (6.6)

Hier werden also die dielektrischen Funktionen von Partikeln (1) und Matrix (¢q) nach
ihren Volumenanteilen gemittelt. Wir konnten genauso gut die Suszeptilititen (relativ
zum Vakuum mit € = 1) mitteln und schreiben

Newton : gef — 1= fe1—1)+ (1= f)(eo — 1) (6.7)

denn der Term —1 des ‘Referenzmediums’ fillt dabei heraus.

6.1 Clausius—Mossotti und Maxwell-Garnett

Das zentrale Konzept hier ist das des lokalen Felds. Wir folgen einer etwas undurch-
sichtigen Argumentation von Jackson (1975): freilich kann das nicht rigoroser durch-
gefiihrt werden. Das Ergebnis liefert die dielektrische Funktion .4 eines Mediums,
das aus Teilchen der Polarisierbarkeit o und der Dichte N (Teilchen pro Volumen)

besteht
Nae 0

Eeff = €0 T (6.8)

g0 — %N «
Das Besondere ist der Nenner, der den Unterschied zu einem verdiinnten Medium
ausmacht. (Diesen Grenzfall wiirde auch schon Newton’s G1.(6.7) liefern mite; — 1 =
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Na.) Der Term —%N a heiBlt je nach Zusammenhang ‘Lokalfeld-Korrektur’ oder auch
‘Depolarisationsfaktor’.

Fiir ein einzelnes Partikel gibt die Polarisierbarkeit o das Dipolmoment an, das
durch ein elektrisches Feld induziert wird:

d = aEp.(0) (6.9)

Hier ist O der Ort des Teilchens und E..(0) das ‘lokale Feld’, das an seinem Ort
vorliegt. Dieses Feld unterscheidet sich von dem makroskopischen Feld, weil es von
den Details der ‘nichsten Nachbarschaft’ abhiingt: speziell ist es nicht nur durch ein
‘externes Feld’ gegeben, sondern hingt auch von den Dipolen und Ladungen in der
Umgebung ab.

Greifen wir ein Volumen V um das Partikel heraus, konnen wir das lokale Feld
nach dem Ort der Quellen sortieren, die es erzeugen:

Eioe = Eout + Ein (6.10)

Fiir E,,; liegen die Quellen auf3erhalb des Volumens, wihrend E;, von den Partikeln
in V erzeugt wird.

Jackson argumentiert nun, dass dieses ‘innere Feld’ verschwindet: E;, ~ 0. Dies
ist im Wesentlichen ein Symmetrie-Argument, in dem wir folgende Eigenschaften des
Mediums benutzen:

e V/ist so klein, dass die Dipole dort im Wesentlichen alle gleich ausgerichtet sind
— denn diese Polarisation entsteht durch ein externes Feld, das sich nur langsam
andert;

e U ist so groB, dass wir iiber viele Dipole in der Nachbarschaft summieren
miissen. AuBlerdem ist die Symmetrie des Mediums so, dass sich in dieser Sum-
mation die Terme gegenseitig wegheben. Jackson (1975) fiihrt die Rechnung fiir
ein kubisches Gitter durch.

e wir nehmen hier an, dass im Volumen V' die Dipole in allen Richtungen mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten. Statt zu summieren integrieren wir liber
eine Kugelschale und finden mit Hilfe der Elektrostatik

3r,(ry - dy) — 72d,

Ein<0) = Z <

«

5
dmegr?,

29 1
N(d) / r2dr sin 6d6 dgbg(jsg ~0 ©6.11)
\% TEQT

Q

Hier haben wir die Dipole d,, durch einen gemeinsamen Wert (d) ersetzt, der auch die
Richtung des Felds angibt. Die Kugelkoordinaten r, 6, ¢ sind beziiglich einer Achse
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entlang (d) gewihlt, so dass 6 den Winkel zwischen Dipolmoment und Beobachtungs-
richtung angibt (‘gesehen’ von dem Partikel bei 0). Die entscheidende Beobachtung
ist hier, dass das Integral {iber ¢ Null ergibt:

/Sin 86 (3cos?f — 1) = 0 6.12)

weil sich die beiden Terme gegenseitig wegheben.!
Was bleibt nun iibrig fiir das lokale Feld? . .. das von den Quellen erzeugte, die sich
auBerhalb von V' befinden:
Eioc(0) ~ Equi(0) (6.13)

Fiir diese Grofe gibt es einen Satz aus der Elektrostatik, der das Volumen-Mittel {iber
das elektrische Feld in V' durch zwei Terme ausdriickt: (Jackson, 1975)

1 Pin
— | &rE(r) = — + Eou (0 6.14
7 L ErB(r) = — 7% 4 B (0) (6.14)
Der erste Term ist der Beitrag der Ladungen im Inneren von V': sie tragen mit ihrem
Dipolmoment p;, bei (bezogen auf das Zentrum 0). Der zweite Term ist gerade das
Feld, das von den Ladungen auflerhalb erzeugt wird: unter dem Volumen-Mittel erhélt
man gerade seinen Wert im Zentrum E,,;(0).

Wir stellen nach E,,;(0) um und identifizieren die beiden Terme in natiirlicher
Weise mit den makroskopischen Feldern:

Pin

1
Eou(0) = - /V ErE(r) + 37 = Buae(0)

(6.15)

wobei P das Polarisationsfeld ist. Wir haben fiir die makroskopischen Felder das Orts-
Argument 0 eingetragen, aber eigentlich sind diese per Konstruktion konstant iiber das
Volumen V' (sie sind ‘makroskopisch’).

Jetzt sind wir fertig: das Polarisationsfeld liefert die elektrische Suszeptilitit des
(effektiven) Mediums aus vielen polarisierbaren Teilchen, relativ zum Gastmedium ¢
und bezogen auf das makroskopische Feld:

P
P = (cor — 20)Emac = N Bioe & Not(Epae + o ) (6.16)
€0

"Wesenberg & Mglmer (2004) haben die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(E;,) berechnet, wenn
die Positionen der Dipole zufillig verteilt sind und nur statistisch homogen. Es stellt sich heraus,
dass E;, zwar im Mittel Null ist, wie von Jackson und allen anderen Biichern behauptet. Allerdings
ist der Wert mit der grofiten Wahrscheinlichkeit nicht Null, und die Verteilung relativ breit (die ty-
pische GroBenordnung ist Nd/4meg). Die ‘heuristische’ Theorie des lokalen Felds funktioniert also
moglicherweise nur, weil auf der makroskopischen Skala wieder viele Dipole (mit vielen ‘lokalen Fel-
dern’) beitragen, deren Fluktuationen sich gegenseitig wegheben.
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Man sieht hier, wie die Polarisation des Mediums das makroskopische Feld veridndert:
ja nach der Orientierung von P und E kann es ‘abgeschirmt’ (verkleinert) oder
verstiarkt werden. Umgestellt nach P findet man die Gleichung (6.8) von Clausius &

Mossotti:
N«

—_— (6.17)
1-— %NQ{/EO

Eeff — €0 =

Maxwell-Garnett

Sind unsere ‘kleinen Partikel’ Kugeln mit der dielektrischen Funktion ¢, dann ist de-

ren Polarisierbarkeit schon vor ein paar Wochen ausgerechnet worden [G1.(2.20)]:

3 €1 — €0
g1+ 280

wobei a der Radius der Kugel ist. Erinnere: die Polarisierbarkeit skaliert mit dem Volu-

men das Objekts. Die Formel (6.17) kann in folgender Weise umgestellt werden (nach
Na auflésen):

(6.18)

a = 4rmega

565—60:]\7(1:]\[4#@3 81—80:f€1—80 6.19)
cof +260  3ep 3 &1+ 2¢ e1 + 2¢ '

wo wir den Fiillfaktor f wiedererkannt haben.
Diese Formulierung kann man lesen als eine gewichtete Mittelung von Kugel-

Polarisierbarkeiten:
Eeff — €0 €1 —¢&o

S e ()

Eeff + 250 g1+ 280

€0 —¢€o
€0 + 2¢¢

(6.20)

wobei der zweite Term natiirlich Null ist.

6.2 Langliche Partikel

G. Mie (1908) aus Greifswald betrachtete kugelformige Teilchen und konnte eine
Losung fiir alle Wellenldngen A finden. Fiir Gold-Teilchen in Wasser, deren Durchmes-
ser vergleichbar mit der Wellenlénge ist, findet man dann ein Absorptions-Spektrum,
das von der Teilchengrofle abhéngt.

R. Gans (1912) aus Stra3burg hat den Fall von ellipsoidalen Teilchen geldst, aller-
dings nur im Grenzfall groler Wellenldngen (nano-Teilchen). Die Spektren sind relativ
stark von der Exzentrizitit der Teilchen abhingig — aus den Beobachtungen kann man
schlieBen, dass die Goldteilchen ‘relativ rund’ sind. Allerdings liefert die Rechnung
von Gans eine Vorhersage fiir die Polarisation des gestreuten Lichts, die mit dem Ex-
periment iibereinstimmt und die Mie mit kugelférmigen Teilchen nicht erkldren konn-
te.
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Aus der Elektrostatik fiir einen elliptischen Korper: N ehmen wir an, er ist linglich
entlang der z-Achse, die auch (Dreh)Symmetrie-Achse ist. Dann ist das Dipolmoment
fiir ein ‘longitudinales Feld’ gegeben durch

. (e1 — €0)€0
=
g0+ (61 — o)L,

E, (6.21)

wobei v das Volumen des Teilchens ist und L, der sogenannte Depolarisationsfaktor:

1 — e? 1+e
L= (log - 26) (6.22)

mit der Exzentrizitit e. Wie in der Himmelsmechanik: gro3e Halbachse a, kleine Halb-
achse b und e = va? — b%/a.

Liegt das duBlere Feld senkrecht zur Achse, dann ist das Dipolmoment d, = o, F|
durch dieselbe Formel gegeben, allerdings muss man den Depolarisationsfaktor L |
benutzen. Der ergibt sich aus der ‘Summenregel’

2L, +L.=1 (6.23)

denn die beiden Achsen = und y sind gleichwertig, weil wir Drehsymmetrie vorausge-
setzt haben. (Die Summenregel gilt aber allgemein.) Im Limes einer Kugel e — 0 und
L..L, — % (den Logarithmus geniigend weit entwickeln). Fiir ein diinnes Stébchen,
e—lund L, —0,L, — 3.

Die Absorptions-Spektren (Im «(w), fiir eine verdiinnte Losung) sind unten fiir
ein Drude-Metall aufgetragen: man sieht, wie fiir ein ldngliches Partikel (Exzentrizitit
e = 0.6) die Resonanz aufspaltet. Die Plasmon-Schwingung entlang der langen Ach-
se (‘longitudinal’) hat eine geringere Frequenz (rotverschoben), weil die Ladungen an
den beiden Enden des Partikels kleiner sind. Senkrecht dazu verschiebt sich das Plas-
mon ins Blaue und erreicht fiir ein Stabchen die Resonanzbedingung £, + ¢y = 0 fiir
eine Oberfliche. Die beiden Resonanzen kann man bestimmen tiiber die Polstelle der
Polarisierbarkeit. Mit einem verlustfreien Drude-Modell fiir £ (w) = 1 — w? /w? ergibt
sich

W, =wp... (6.24)

Liegen die Teilchen in einer Losung vor, wie bei G. Mie und R. Gans, dann miissen
wir fiir die Absorption iiber die Orientierung der Teilchen mitteln. R. Gans argumen-
tiert (und eine detailliertere Rechnung zeigt das auch), dass im Mittel % der Teilchen
entlang der Polarisation des Lichtfelds (ist weiter als linear polarisiert angenommen)
orientiert sind und % senkrecht dazu. Die gemittelte Polarisierbarkeit ist also

1 2
alw) = gaz(w) + gou(w) (6.25)

und zeigt im Spektrum zwei Resonanzen mit unterschiedlichen Gewichten.
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Abbildung 0.1: (links) Depolarisationsfaktoren L, und L fiir elliptische Partikel.
(rechts) Absorptionsspektren (Im «(w) normiert auf das Teilchen-Volumen v) fiir
ein Drude-Metall und Exzentrizitit e = 0.6 (Achsenverhiltnis a/b = 1.25). Die
Umgebung ist Vakuum ¢g = 1. Die Drude-Parameter sind w,7 = 75 und wy,, =

Wp/\/g-

6.3 Bruggeman

Hier wird das effektive Medium e.¢ so eingefiihrt, als ob die beiden Komponenten ¢,
und ¢ als (runde) Fremdkorper in einer Matrix e.¢ auftreten (Bruggeman, 1935; Brou-
ers, 1986). Diese Matrix wird so gewihlt, dass die Polarisierbarkeit zu Null gemittelt
wird — dann tritt keine weitere Streuung auf, und das Medium erscheint homogen:

€1 — Eeff ( N €0 — Eeff

=0 6.26
€1 + 2. €0 + 2. ( )

Diese Gleichung kann man nach e.¢ auflosen und erhélt zwei Losungen (quadratische
Gleichung). Ich wiirde die Losung wihlen, die fiir f — 0 in ein homogenes Medium
Eoff — €o Ubergeht und auBlerdem einen positiven Imaginérteil enthilt. Brouers (1986)
liefert eine Diskussion mit anisotropen Partikeln.

Die Bruggeman-Theorie liefert fiir kleine Fiillfaktoren (verdiinnte Losungen) das-
selbe wie Maxwell-Garnett, allerdings gibt es Unterschiede in der Stirke der Absorp-
tion. In dichten Losungen ist die Form der Absorption eine deutlich andere, vor allem
wenn man Mischungen von metallischen Teilchen in Wasser betrachtet. Dies mag da-
mit zusammenhingen, dass die Bruggeman-Theorie auch versucht, den Ubergang zu
einem elektrischen Leiter abzubilden, wenn die Teilchen sich immer dichter anordnen.
Dieses Phianomen nennt man Perkolation.

Die Absorption (Imagindrteil des Brechungsindex) fiir verdiinnte und dichte
Losungen eines Drude-Metalls in Wasser sind in der Abbildung aufgetragen. Die
Absorption wurde auf den Fiillfaktor f normiert, deswegen ‘Absorption pro Kon-
zentration’. Man sieht, wie fiir f = 10~* Maxwell-Garnett und Bruggeman bis auf
die Hohe des Peaks iibereinstimmen, wihrend eine dichte Losung (f = 0.01) deut-
liche Unterschiede aufweist. Beachte, dass der Peak wegen des umgebenden Medi-
ums Wasser deutlich von der Position w,,(vac) = w,/+/3 im Vakuum verschoben ist.
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Abbildung 0.2: Absorptionsspektren (w Im n(w) normiert auf den Fiillfaktor f)
fiir eine Losung von metallischen Teilchen in Wasser (Index n = 1.33). Blau:
Maxwell-Garnett, orange/rot: Bruggeman. Die Drude-Parameter sind w,7 = 100

und wyp (vac) = w,/V/3.

Da fiir Wasser der Index n ~ 1.33 ist, finden wir im Drude-Modell ohne Verluste
wpp(H20) = w,/v/1 + 2n2 a2 0.81 wy,(vac).

Es gibt noch weitere Formeln fiir effektive Medien auf dem ‘Markt’. Astrophysiker,
die sich mit Staub beschiftigen, benotigen diese. Ein Beispiel ist auf dem web site
http://www.mpia.de/homes/henning/Dust_opacities/Opacities/Ralf/Eff/rules.htm] zu finden.
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