Das Ideale Fermigas und die Thomas-Fermi Niherung
Ergénzung zu den Kursvorlesungen der theoretischen Physik

1 Ideale Fermigase

Wir betrachten ein ideales Fermigas, bestehend aus einem System von N identischen Fer-

mionen im Potential U. Ort, Impuls und Spin des a-ten Teilchen seien bezeichnet ¢\,
a)

@, 5 Ideal soll hier bedeuten, dass der Hamiltonoperator des Systems eine Summe von
identischen Einteilchenoperatoren
N Z%,(a)Q
=S A" H® = U (g, 5 1
Z 1 9 1 ™M + (q )y S )7 ( )

a=1
die Teilchen also im klassischen Sinne nicht wechselwirken.

Die stationdren Zustédnde des Einteilchen-Hamiltonoperators H'l zum Eigenwert €, seien
bezeichnet ¢, also Ij.flgol, = g,p,. Der Index v steht hier fiir ein Quadrupel von Quan-
tenzahlen, etwa v = (n, ¢, my, my) fiir zentralsymmetrische Potentiale, beispielsweise das
Coulombpotential.

Fiihrt man hier Besetzungszahlen n, = 0,1 ein, wobei n,, = 1 bzw. n, = 0 falls ¢, besetzt
bzw. unbesetzt lesen sich die Gesamtenergie

E = Z NLEL , (2)

und die Teilchendichte!
n(z) = mle, (), (3)

wobei die Summe aller Besetzungszahlen gleich der gesamten Teilchenzahl,
N=> n,. (4)

Da wir im Folgenden die Besetzungszahlen nicht brauchen, werden wir — in guter Tradition
der Festkorperphysik — den Buchstaben n kiinftig mit der Teilchendichte assoziieren.?

Im Grundzustand des N-Teilchnsystems sind diejenigen N Einteilchenzustéinde besetzt
fiir die (2) unter der Nebenbedingung (4) ein Minimum annimmt. Bildlich kann man sich
vorstellen, den Grundzustand aufzubauen, indem nacheinander die energetisch niedrigst

!Pedanten weisen hier darauf hin, dass es sich um den Erwartungswert des Operators der Teilchendichte
handelt, o(z) = <Z(11V:1 6(¢'® — z)). Praktiker wissen das, und reden — um Zeit zu sparen — von der
Teilchendichte.

2Wegen der vielen Teilchen ist Festkorperphysik im wesentlichen Kontinuumphysik; abgezihlt wird da
eher selten.
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1 ldeale Fermigase Theoretische Happen: ldeales Fermigas

liegenden Einteilchenzustéinde aufgefiillt werden. Ordnet man die Einteilchenenergien nach
wachsenden Werten, genauer ¢, < ¢,41, ist die Grundzustandsenergie gegeben

E():Zel,. (5)

Die Energie ,—y nennt man auch die Fermi-Energie des Systems, bezeichnet ep. Die Fermi-
Energie ist die Energie, die man einem anféinglich aulerhalb des Systems ruhenden Teilchen
mitgeben muss (oder die man gewinnt — je nach Vorzeichen von er), um es in das System
zu bringen.

Im einfachsten Falle freier Teilchen im Volumen V = L? sind die Einteilchenenergien

i2k2

2m

€k

wo k diskrete Wellenvektoren, fiir periodische Randbedingungen
k="f  #@el’. (7)

Entsprechende Einteilchenzustédnde sind ebene Wellen ¢ (Z,0') = \/Lve“z‘fémz, worin das
Kronecker-Delta d,,+ die Spinfunktion zur Spineinstellung o, mit ¢ = + und ¢’ = + fiir

Spin-1/2 Fermionen.

Da der Spin energetisch keine Rolle spielt, kann jeder Impulszustand, angefangen beim
Impulzustand hk = (0,0,0) zweifach besetzt werden. Die Imulszustinde liegen in einer
“Impulskugel” vom Radius pg := hkp, die sog Fermikugel. Der Radius dieser Kugel ergibt
sich aus der Zahl der besetzten Zusténde, die — wegen Spinentartung mit 2 multipliziert —
mit der Gesamtzahl der Teilchen N identifiziert wird. Im Kontinuumlimes?

|| <kp i3 N
N=2 Z = 3—;2\/, bzw. Teilchendichte n = v = 3—7:2 (8)
K

Die Grundzustandsenergie erhélt man durch Summation der Einteilchenenergien iiber die

besetzten Zusténde,
|E| <k

RE2 R

2 —
2m 107m2m

-1

Ey (9)

Eliminiert man hier kp mittels (8) zugunsten N und V,

N

2/3 B2 35/374/3
Eg:/i(v> N wobel kK =— T

2m 5

(10)

Man beachte, dass x eine Konstante, die nur von der Naturkonstanten A und der elemen-
taren Fermionenmasse m abhéingt.

: . E|<k 7 I
3Sprich Z‘E |She f(k) = (2‘;)3 fwang f(k)dk
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Druck und chemisches Potential im /N-Teilchen Grundzustand sind nun schnell bestimmt,

8E0 2E0 aE(] 5E'O
Pp=—(=2) =22 =(=2) =220 11
" (av)N sy Mo (azv)v 3N (11)
5 N

bzw. jg = 3K (7)% Eliminiert man hier die Dichte N/V unter Verwendung von (8) zu-

gunsten ky, findet man py = ep wo

B2

o2m

(12)

EF

die Fermi-Energie des Systems.

Die zweite Gleichung in (11) impliziert Ey = %N ep. Die mittlere Energie pro Teilchen,
Ey/N ist demnach von Ordnung ep. Anders gesagt

’Im idealen Fermigas haben fast alle Teilchen maximale Energie!

In der Festkorperhysik ist das ideale Fermigas ein beliebter Ausgangspunkt fiir die Physik
der Elektronen in Metallen oder Halbleitern. Die fundamentale Léngenskala ist hier der
Bohr’sche Radius ag, die fundamentale Energieskala das Rydberg Ry,

h? 1 e

ap = 4meg— Ry:§4
mey T€EnQo

~ 13.6eV . (13)

Eine Material-spezifische Langenskala rg vermittelt das Kugelvolumen, das jedem Leitungs-

elektron zukommt,
vV 1 4m, 3\
—_— = = = — — _— 14
N n o, 7O (47m) (14)

Typische Werte von rg/ag sind 2 bis 6. Charakteristische Fermi-Skalen in Metallen sind
demnach

50.1
x 10°m/sec , €p = ———=eV. 15
/ F (To/ao)z ( )

Mit typischen Geschwindigkeiten entsprechend einem Prozent der Lichtgeschwindigkeit sind
Elektronen dank Pauli-Verbot in Metallen ziemlich schnell!*

3.63 ¢ 1 4.20
) Vp =

kp = =
F 7“()/0,0

B To/ao

Noch extremer die Verhéltnisse in kosmischen Korpern, wie etwa weiflen Zwergen oder
Neutronensternen. Deren “extreme” Physik wird fast ausschliellich durch das Pauli-Verbot
bestimmt — und kann in einer sog. Thomas-Fermi Ndherung gut erfasst werden.

> Aufgabe 1 (Relativistisches Fermigas) Berechnen Sie die Grundzustandsenergie
und den Druck des N-Teilchen relativistischen Spin-1/2 Fermigases im Volumen V.

4Und iiben angesichts P ~ 108Atm einen ziemlichen Druck aus. Kompensiert wir dieser Fermidruck in
Metallen durch die Coulombwechselwirkungen der beteiligten Ladungstrifger — das sind die Ionenriimpfe
und die Elektronen — die hier allerdings unberiicksichtigt bleiben.
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> Losung 1 Fiir relativistische Teilchen ist die die Einteilchenenergie e = vV m?c* + 2h2k2.
Die Grundzustandsenergie infolgedessen

|k|<kr - v , kp Bk 2 )
4 _
E 2 ; m2ct + c2h?k? = 2 - ok 47 - me /o 1+ (%) k“dk  (16)

QLSAW"ﬁ'G%YI (17)

= 2.

wo I das Integral

[:/ V1 + 2202 da (18)
0

mit o = hkg/(mc). Mit der Substiution x = sinh(y/4), dx = cosh(y/4)dy/4,

1 (7 17 1
I= Z/o cosh?(y/4) sinh?(y/4)dy = 1_6/0 sinh?(y/2)dy = 3 {sinh g — 5}, (19)

ergo

Ey/V =me <mc>

7 {sinh 5 — 5} (20)

3272
wo 3 implizit gegeben

3\%

o =

= = sinh(g/4) baw. 6:4m(VLHﬂ+a>. (21)

2 Thomas-Fermi Niherung fiir Atome

In einem neutralen Z-Elektronen Atom tummeln sich Z negativ geladene Elektronen um
einen Z-fach positiv geladenen Kern. Mit Ausnahme Z = 1 ist es hoffnungslos, den Grund-
zustand dieses komplizierten Vielteilchensystems exakt zu berechnen. Man ist auf Néhe-
rungsverfahren angewiesen

Ein solches Naherungsverfahren ist die Molekularfeldndherung von Thomas und Fermi. In
dieser Ndherung wird angenommen, dass jedes Elektron ein und dasselbe zeitunabhéngige,
effektive Potential verspiirt, das einerseits durch den Kern, andererseits durch die Verteilung
der Elektronen selbst bestimmt ist. Kern und Elektronen sind Quelle eines Coulombfeldes.
Fiir gegebene Teilchendichte n(Z) der Elektronen ist nach den Regeln der klassischen Elek-
trostatik das effektive Einteilchenpotential gegeben

U(7) =

d3 ! (22)

47T60 |x| 47T€0 |:U - f’|

wobei r = |Z] (der Kern ist im Ursprung des Koordinatensystems plaziert), und

/n(f)d% =7 (23)

aufgrund der Neutralitdt des Atoms.
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Ist Z geniigend grof3, werden sich aufgrund des
Pauliprinzips die meisten Elektronen in einem U -— AV —
hochenergetischen Zustand befinden. Die De- i
Broglie Wellenléngen sind klein, und es darf eF ‘
erwartet werden dass das effektive Potential % P2(2)

U(Z), in dem sich ein typisches Elektron be-

wegt, liber viele Wellenldngen praktisch kon- ‘
stant ist. Greift man sich nun ein bei & zentrier- /?
tes Volumenelement AV heraus, das einerseits ‘
so klein gewahlt wurde, dass in ihm das Poten- >
tial iiberall nahezu den Wert U (%) hat, anderer-

seits grofl genug dass in ihm zu jedem Zeitunkt
geniigend viele Elektronen befinden, kann dieses
Subsystem als ideales Fermigas behandelt wer-
den. Der klassische Energiesatz ¢ = % + U(%)
besagt dann, dass der Fermiimpuls in diesem Volumenelement den Wert

pr(Z) = /2m (ep — U(Z)) fiir Z mit U(F) < ep (24)

Abbildung 1: Prinzip der Thomas-Fermi-
Niherung.

annimmt, wobei ep die Fermienergie des Gesamtsystems. Die Einschrinkung berticksichtigt,
dass der Fermi-Impuls nur im Inneren des Atoms definiert ist, also in einer Region, in denen

sich die Elektronen tatséchlich frei bewegen kénnen.
3

Nach (8) sind die Teilchendichte und der Fermiimpuls verkniipft n = 3:TF53, angesichts
Gl. (24) also
(@) = { s [2m (ep — U ()7, fiir Z mit ep — U(Z) > 0 (25)
0 sonst

Die Teilchendichte ist demnach eine Funktion des effektiven Potentials, das wiederum selber
eine Funktional der Teilchendichte, vgl. Gl. (22). Um das Potential bzw. die Teilchendichte
zu berechnen, erweist sich der Umweg iiber die Poissongleichung fiir U als zielfiihrend,

2 e2

AU = —Dp(@) + 22068)(7) (26)

€0 €0
wobei n die in (25) angegebene Funktion von U.

Im Grundzustand ist die Dichte n(Z) kugelsymmetrisch, lediglich eine Funktion der Radi-
alkoordinate r = |Z|. Die Poissongleichung reduziert sich auf eine gewohnliche Differential-
gleichung,

1d ,d e
 3m2eyh?
Die Randwert fiir  — 0 und r — oo lassen sich aus (22) ablesen. Unter der Annahmen,
dass n fiir r — 0 endlich, und dass U {iberall stetig differenzierbar

2m(ep —UEN?,  r>0. (27)

2
lim U (r) = —7-0 lim rU(r) = 0, (28)

r—0 47T60 ’ r—00

Physikalisch bringt dieser Randwerte zum Ausdruck, dass U fiir kleine Abstdnde in das
Kernpotential iibergeht (ein kernnahes Elektron ‘sieht’ vornehmlich den Kern, der je weni-
ger durch die anderen Elektronen abgeschirmt erscheint je ndher das Elektron ihm kommt)
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2 Thomas-Fermi N&herung fiir Atome Theoretische Happen: ldeales Fermigas

und das das Potential wegen strikter Ladungsneutralitéit des Atoms im Fernfeld keinen Mo-
nopolbeitrag aufweist. Stetige Differenzierbarkeit des Potentials bedeutet im iibrigen auch,
dass die Verteilung der Elektronen sich nicht auf ein endliches Kugelvolumen beschréinken
ldasst. Nimmt man namlich gegenteilig an, dass die Elektronendichte nur in einem endlichen
Kugelvolumen vom Radius R verschieden von Null, bedeutet das aufgrund der Kugelsym-
metrie und Ladungsneutralitét U(r > R) = 0, insbesondere also auch U(R) = 0. Trivialer-
weise U'(r > R) = 0, und mit U stetig und differenzierbar eben auch lim._.o, U'(R—¢) = 0.
Die DGL impliziert dann neben U(R) = 0 und U’(R) = 0 auch U”(R) = 0, und das wie-
derum bedeutet, sofern R endlich, U = 0 iiberall, entsprechend n = 0 iiberall, womit
[ nd*z = 0 im Widerspruch zu (23).

Da also die Dichte o [ep — U(r)]*? im Endlichen keine Nullstelle, sondern nur fiir r — oo
gegen Null, ist wegen lim, o, U(r) = 0 der Wert der Fermi-Energie

In geeignet skalierten Variablen
2 2/3
_a B 43 €0 x(z) 1 /37 N
r= ﬁl’, U(T’) =—7Z MT 3 a = 5 Z apg ~ 08853(10 (30)
worin ag = 47T€0mh—22 der Bohr’sche Radius, wird aus (27) die Thomas-Fermi-Gleichung
0
X// _ x—1/2X3/2 (31)
und (28) tibersetzt sich in
lir% x(x)=1, lim x(z) =0. (32)

Die Losung der TF Gleichungen (31), (32)

kann nur numerisch erfolgen.® Die nebenstehen-
de Abbildung zeigt das Resultat. Mittels Po-
tenzreihenansatz erhélt man fiir kleine x

4 2A 1
X(x):1—Ax+—x3/2——x5/2+§x3+... :

3 5
(33)

mit einer zunachst unbestimmten Konstanten

A, die das Verhalten von x(z) fir z — oo be-
stimmt. Mit der Wahl

A = 1.588070972. .. (34) | o ’ ; ’ 0z

15

geniigt y der erforderlichen Randbedingung im Abbildung 2: Numerische Ldsung der
Unendlichen, lim,_.. x(x) = 0, so dass asym- Thomas-Fermigleichung. Inset: Die radiale
ptotisch fiir grofie x Dichte n(x) = 2%x(x).

144

x(x) = Cy r— 00, (35)

.CU3
STabelliert in: A. Galindo und P. Pascual, Quantum Mechanics II (Springer 1991), p. 274. Da die DGL

bei £ = 0 singulér muss die numerische Integration bei einen Startwert xz; > 0 erfolgen — beispielsweise
21 = 0.1 mit x(0.1) = 0.882 und x’(0.1) = —0.9958412 in einer Runge-Kutta mit adaptiver Schrittgofie . . .
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2 Thomas-Fermi N&herung fiir Atome Theoretische Happen: ldeales Fermigas

worin . .. fiir x — oo schneller als 1/2% nach Null.

Ausgedriickt durch y ist die Teilchendichte

7Z? a 1 3/2
— /3
n(r) = o [21/37’)( (Zz r/a)} : (36)
Die Verteilung der Elektronen ist demnach in verschieden schweren Atomen (Atomen mit
verschiedener Kernladungszahl Z) dhnlich.

GemifB (36) geht die Elektronendichte oc 79 fiir grofe Abstéinde in die Knie, also nicht
exponentiell, wie etwa bei der Quantentheorie des Wasserstoffatoms, sondern lediglich al-
gebraisch. Das Atom nimmt, streng genommen, keinen begrenzten Raum ein. Als Maf fiir
seine Grofle soll uns hier der Radius R; derjenigen um den Kern zentrierten Kugel dienen,
in dem sich alle bis auf ein Elektron befinden,

Z—-1 = 4« /Rl n(r)ridr (37)
= 7 Oxl Vax(z)*? (wobei z; = ZY3 R /a — vgl. (30)) (38)
= Z(1+z1x(21) = x(21)) - (39)

Fiir geniigend grofle Z darf erwartet werden, dass die Losung x; geniigend grof3, so dass
fiir x die Fernfeld-Asymptotik verwendet werden kann, x(x;) = %. Man erhélt dann
1

~ (4 x 1442)Y3 bzw.

1/3
T 32
Ry = le/ga =3 ( ) ag ~ 7.37ag . (40)

Kurz: die einfach positiv geladenen Ionenriimpfe aller schweren — d.h. hoch-Z — Atome sind
nach der Thomas-Fermi Theorie ungefahr gleich grofl! Allerdings sind in den Randbezirken
r ~ R; nur vergleichsweise wenige Elektronen zu finden. Allein die Hélfte aller Elektronen
findet sich in einer Kugel vom Radius Rz ~ 1.682Z7/3a,. Der ‘harte Kern’' schwerer
Atoms wird also mit wachsender Masse immer kleiner!

Die rdumliche Dichte der kinetischen Energie, integriert iiber der gesamten Raum, gibt die
kinetische Gesamtenergie,

B = & / n (@) e (41)
16 (3m\"?
= = (Z) Z"31 Ry (42)
worin Ry = ;% 13.6eV die Energieeinheit Rydberg (—Ry ist die Grundzustands-

energie von Wasserstoff) und

[ (@)
]—/0 NG dx . (43)

In den Ubungen zeigen Sie
I=—=x'(0), (44)

(©Martin Wilkens 7 2. November 2012



2 Thomas-Fermi N&herung fiir Atome Theoretische Happen: ldeales Fermigas

mit Blick auf (42) also
FEwin = 1.5375Z7*Ry (45)

Die gesamte Energie des Atoms ist £ = FEyin + Epot, Wo Epo die potentielle Energie der
Coulombwechselwirkung,

2 2 2 N (o
Epot = _g % / @d?’x —l—l <&) /Md%d%'. (46)

4dmeq r 2

Der Virialsatz besagt fiir Coulombwechselwirkung Epo; = —2FEy,, daher F = —Fy;, und
also
E = —208Z"3eV. (47)

Fiir leichte Atome vergleicht sich der Wert nur schwerlich mit dem Experiment. Fiir mittel-
schwere Atome, beispielsweise Eisen osFe, liefert () allerdings keine schlechte Abschétzung:
E(Fe)/Z7/* = —17.3eV. Fiir Atome jenseits Eisen liegen bislang keine experimentellen
Daten vor (Stichjahr: 2008). Man ist auf subtilere Néherungsverfahren angewiesen. Ein
selbstkonsistentes Hartree-Fock Verfahren liefert beispielsweise fiir Blei goPb den Wert
E(Pb)/Z7/? = 19.0eV, also schon ziemlich nahe am Wert der Thomas-Fermi Niherung.

> Aufgabe 2 Fiir die Thomas-Fermi-Funktion xy berechne man das Energie-Integral I =

fo"o X f;/z dx, d.h. man bestatige I = —%X/(O)~

> Losung 2 Einerseits

r= [T [T =y - [T, (15)
L

X"

Andererseits

— OOX(:E—)E)/Q r = OO 5/2 SCI;L'
1_/0 ﬁd_z/ox (Vz)d (49)

_ 5/2 2 v— v
2 x f\ /0 Y Vad 5/ \/—xd (50)

//

X
o *od N2 o AVIES 5 /OO N2
- _° - dr = —= - dx . 1
14:%;x>x SO+ 5 s G1)
Im Vergleich von () und () also
~ "2 2
| e =2 0n; (52)
0
daher . 5
(32) ,
I = = _2
2 xxly @ -2 () (53)

wie behauptet.

(©Martin Wilkens 8 2. November 2012



3 Thomas-Fermi-N&herung fiir WeiBe Zwerge Theoretische Happen: ldeales Fermigas

> Aufgabe 3 Zeigen Sie, dass sich die Thomas-Fermi-Gleichung auch aus einem Variati-
onsprinzip JF|y-z = 0 mit Energiefunktional

E[n] :m/n(f)5/3d3x—z4e—?’/@d3w+%< % )/"ff ”ﬂ )d3 Bz’ (54)

€ T— 2

gewinnen lasst. Welche Bedeutung haben die einzelne Terme?
Hinweis: Die Variation ist bei fester Teilchenzahl N[n] = [ n(z)d*z durchzufiihren.

> Losung 3 Wird die Nebenbedingung einer festen Teilchenzahl mit einem Lagrange’schen
Multiplikator A beriicksichtigt, lautet die Extremalbedingung dFE + A\dN = 0 bzw.

/
kn/? + (&) 71 a=o0 55
47r€0 / |x—f’ 47T€0 || * (55)
U@
Die Potentialfunktion U(Z) geniigt der Poissongleichung AU = ——On( T), (Z # 0). Driickt

man hier mit Blick auf () die Dichte durch die Potentialfunktion aus, n oc (—U)%?2, fiihrt
geeignete Abkiirzungen ein, schaut man auf die Thomas-Fermi-Gleichung ().

3 Thomas-Fermi-Niherung fiir Weifle Zwerge

Man erinnert sich an die Newton’sche Gravitationstheorie: jede Masseverteilung o(Z) ist
Quelle eines Gravitationspotentials ®,

bed Q(f/) 3,/
=-G | —=d 56
)= =G [ Zha, (56)
worin G die Gravitationskonstante, G' = 6.67(3) x 10~ Nm?kg 2.

Das Gravitationspotential geniigt einer Poissongleichung
Ad =4nGo. (57)

Die hier betrachteten Himmelskorper sind kugelférmig, kompakt und regular. Das heifit die
Massendichte p hdngt nur von r := |Z| ab, ist nur in einer Kugel vom endlichen Radius R
verschieden von Null, und ist dort iiberall endlich. In diesem Fall

7 M
im 2 .vo—0, &F—-2 fiwr—|7 >R (58)
T

r—0 |ZE|

worin M die Gesamtmasse des Himmelskorpers,
R
M = 47T/ o(r)ridr. (59)
0

(©Martin Wilkens 9 2. November 2012



3 Thomas-Fermi-N&herung fiir WeiBe Zwerge Theoretische Happen: ldeales Fermigas

Die Losung der Poissongleichung mit Randbedingungen (58) ist eindeutig, gegeben durch
Gl. (56).

In einem weiflen Zwerg nimmt die Materie die Form eines Plasma an, bestehend aus frei
beweglichen Elektronen und positiv geladenen Atomkernen, etwa zweifach geladenen Heli-
umkernen. Das ganze System ist im hohen Maf§ ladungsneutral. Auf jedes Elektron entfillt
dann eine einfach positiv geladene Menge von Kernmaterie der Masse mx = pumy, worin
mx & 1,67 x107*kg die Nukleonenmasse und p = (A/Z) das mittlere Verhiltnis von Mas-
sezahl A zu Kernladungszahl Z, typischerweise p ~ 2. Mit n die Teilchendichte der Elek-
tronen, und unter Vernachliissigung der Elektronenmasse m =~ 9,109 x 10~3'kg gegeniiber
der Nukleonenmasse — schlieflich ist m/my & 1/1836 — ist die Massedichte gegeben

o(%) = pmxn(T), (60)
und es verbleibt, die Elektronendichte ndher zu bestimmen.

Die Elektronen bilden ein Fermigas. In der Thomas-Fermi-Theorie bestimmt der Fermiim-
puls der Elektronen pr gemifl (8) die Elektronendichte n, entsprechend

0= Mg:;;mjv(l?p/mcf = (0.97 x 10%g/cm?®) u(pp/mc)? (61)

und da die Massedichte in weiflen Zwergen typischerweise eine Tonne pro cm?, ist pp ~
me, die Elektronen also relativistisch. Die entsprechende Fermienergie ~ mc? entspricht
einer Temperatur von 0.5 x 10'°K. Die Temperatur weiler Zwerge ist weit darunter, d.h.
thermische Effekte diirfen getrost vernachlassigt werden. Kurz: die Elektronen bilden ein
T = 0 entartetes Fermigas.

Greift man sich nun ein bei & zentriertes Volumenelement AV heraus, das einerseits so klein
gewdhlt wurde, dass in ihm das Gravitationspotential iiberall nahezu den festen Wert ® (%)
hat, andererseits grof3 genug, dass sich in ihm zu jedem Zeitunkt geniigend viele Elektronen
befinden (und ebensoviele in den Kernen gebundene Protonen), kann dieses Subsystem als
mehrkomponentiges Gas behandelt werden. Die Gesamtenergie im Volumen AV setzt sich
dann zusammen aus der kinetischen Energie der in ihm befindlichen Elektronen und Kerne,
ihrer Coulombenergie, und der potentiellen Energie der Gravitation. Unter der Annahme,
dass das System jederzeit strikt Ladungsneutral ist die Coulombenergie gleich Null. Somit
verbleiben die potentielle Energie der Gravitation, die kinetischen Energien der Elektro-
nen und die kinetische Energie der Kerne. Unter Vernachléssigung der Elektronenmasse
gegeniiber der Nukleonenmasse ist die gesamte potentielle Energie der Gravitation im be-
trachteten Volumen AV

ABpae(7) = AN(T)pmn ®(7) (62)
wobei AN,(Z) die Zahl der Elektronen in dem bei Z zentrierten Volumen AV, also AN, =
n(Z)AV.

Unter Beriicksichtigung einer relativistischen Kinematik fiir die Elektronen, der Annahme
strikter Ladungsneutralitit, und bei Vernachlissigung der kinetischen Energie der Kerne,
lautet die Gleichgewichtsbedingung fiir das Sterneneninnere in der Thomas-Fermi-Néhe-
rung

\/p%(f)CQ + m2c* + umy®(Z) = ep  ortsunabhingig fir 0 < r = |7 < R, (63)

6Selbst wenn die Kerne identische Fermionen, wire die Fermienergie des Kernsystems ~ (m.c)?/mx
um den Faktor m./mx < 1073 kleiner als die Fermienergie der Elektronen.
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3 Thomas-Fermi-N&herung fiir WeiBe Zwerge Theoretische Happen: ldeales Fermigas

wobei ep die Fermienergie des Gesamtsystems. Man beachte, dass die potentielle Energie die
Nukleonenmasse involviert — vgl. (62). Ausserhalb des Sterns, also fiir r > R wo ¢ = 0 —und
auch pp = 0 — ist ®(7) = —%. Setigkeit am Sternenrand r = R fixiert die Fermienergie,

GMmN
R .

ep = mc® —

(64)

Umstellen von GL. (63) liefert ®(7) = —2=+/1 4 (pr/mc)? 4 const.. Fiir die in Gl. (61)
angegebene Massedichte nimmt die Poissongleichung (57) nun die Form an

A,%A\/H (piif>)2=—(pi§f>>3 (65)

worin A, eine Konstante der Dimension “Lénge”,

1
A= [2TImes g g 105 iem. (66)
4 pmy p

Hier bezeichnet mp; die Planckmasse, mp) = \/hc/G, und A¢ die Comptonwellenlinge des
Elektrons, A\¢ = h/(mc). Abgesehen von der systemspezifischen Kompositionskonstanten g
ist die Langenskala eines weiflen Zwerges ausschliefSlich durch Naturkonstanten bestimmt.

Die Wurzel in (65) gibt die kinetische Energie in Einheiten der Ruheenergie mc?®. Diese
Energie ist maximal im Zentrum des Sterns — schlieflich ist die Gravitation anziehend,
daher ® in Richtung Zentrum monoton fallend, angesichts der Gleichgewichtsbedingung
(63) die kinetische Energie in Richtung Zentrum monoton wachxend. Der Maximalwert, in

Einheiten der Ruheenergie mc?
2
pr(0
0= \/1 + <—ch)) (67)

dient im Folgenden dazu, die weiflen Zwerge zu klassifizieren. Im nichtrelativistischen Re-
gime n &~ 1 (man beachte n > 1), im ultrarelativistischen Regime n — oo.

Fiihrt man an dieser Stelle eine Hilfsfunktion ¢ und eine dimensionslose Radialkoordinate

(¢ ein,
o(C) := 1 1+ pe(r) 2 wobei ¢ :=nr/A (68)
"o me T R
liest sich die Poissongleichung (65)
3/2
1d d_qb) — (qﬁ? — %) fiir ¢ mit ¢ > n~! 69
C2d6<c dg { 0" firr ¢ mit x <77l (99

sog. Chandrasekhar-Gleichung. Die Randbedingungen der bei ( = 0 singuldren Gleichung
lassen sich aus der Defintion der Hilfsfunktion, Gl. (68), und (58) und ablesen,

¢(0)=1,  —2(0)=0. (70)
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3 Thomas-Fermi-N&herung fiir WeiBe Zwerge Theoretische Happen: ldeales Fermigas

Ausgedriickt durch die Hilfsfunktion ¢ ist die

Massdichte o gegeben 0.0 S
1M, (., 1\
0= EA_;Z’H <¢ - ?) ; (71) 725
S
worin =
3m mj S
A (12) | &
4 p my -15
die Masseskala des weiflen Zwergs. Abgesehen

von der Kompositionskonstanten gy ist auch

die Massenskala, genau wie die Léangenskala
A, ausschlieBllich durch Naturkonstanten be-
stimmt.

Abbildung 3: Das Gravitationspotential ei-
nes weiflen Zwerges fiir verschiedene Werte
von n (= kinetische Energie der Elektronen
Die Chandrasekhar-Gleichung ist nur nume- jm Zentrum in Einheiten der Ruheenergie).
risch 16sbar. Das resultierende Gravitationspo-

tential fiir verschiedene Werte der Einteilchen-

Zentralenergie (in Einheiten der Ruheenergie) n ist in Abb. (3) dargestellt.

Der Radius des Sterns ist durch die erste Nullstelle der Funktion ¢? — =2 bestimmt, d.h.
R = GoAu/n, (73)

wo (o Losung der Gleichung ¢(¢o) = L.

Die Gesamtmasse des Sterns ergibt sich zu
1 32
M=t [ o=t [ (#-2) Cac= i@ (74)

Die Numerik zeigt, dass die Masse mit n mono-

ton zunimmt, der Radius abnimmt. Die Masse-
Radius-Beziehung ist in Abbildung 4 gezeigt.
Im nicht-relativistische Regime n ~ 1

R/A

M*Y3R = 2.54828 M3 A (75)

Im ultrarelativistischen Limes n — oo —
wenn also die kinetische Energie der Elektronen
im Sternenzentrum {iber alle Grenzen wéachst
— wird aus der Chandrasekhar-Gleichung die

Lane-Emden-Gleichung zum Index 3, 5 / " T >
ii (C2@> + ¢3 =0 (76) Abbildung 4: Die Masse-Radius-Bezichung
¢?d¢ dg fiir weifle Zwerge. Gestrichelt: die Asymptote

fiir das nichtrelativistische Regime MR? =

Die Bestimmungsgleichung fiir (o lautet nun o

#(Co) = 0, numerisch
Co=6.8968,  (Fl¢'(¢o)| =2.01824. (77)
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Mit 7 — oo bleibt also ¢y endlich, der Sternenradius schrumpft angesichts () lim, ., R = 0,
und die Masse erreicht den Grenzwert

5.84
MCh = 7M® (78)

sog. Chandrasekhar-Masse.

Es kann keine weiflen Zwerge geben, deren Gesamtmasse die Chandrasekhar-Masse iiber-
steigt. Der Fermidruck des Elektronengases konnte in solchen Systemen die Gravitations-
krafte nicht kompensieren. Allerdings kann in solchen Systemen durch “inversen Beta-
Zerfall” p+ e — n + v letzlich ein Zustand erreicht werden, bei dem der gesamte Stern nur
noch aus Neutronen besteht, und die Schwerkraft nur durch den Fermidruck des Neutro-
nengases kompensiert wird.

4 Erginzung: Virialsatz
Wir betrachten N Punktmassen m;, ¢ = 1,..., N die sich geméfl den Prinzipien der New-

ton’schen Mechanik bewegen,

d ~ d 1
Sh=F, G=of=—p
at’ ! et (79)

WO ﬁ’l die Resultierende aller auf Teilchen 7 einwirkenden Kréfte.

%Zﬁ-ﬁi=Z@~@+;ﬁ~%@=2&m+;ﬁ-ﬁi (50)

7 %

Ekin = -3 7_‘; : E (81)

7

Im besonderen Fall des abgeschlossenen System

Fy=)F, (82)
J

worin F%j die durch Teilchen j auf Teilchen i ausgeiibte Kraft. Geméal Newton’s “Actio
gleich Reactio”

—

Fyj=—Fj. (83)
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