Kapitel 1

W’hlg Prinzipien der QM

Wir wiederholen — es ist schliefllich schon mehr als ein Jahr her — die Prinzipien
der Quantenmechanik wie Sie sie in “QM-I" kennengelernt haben. Unter dem Stich-
wort “Kinematik” Begriffe wie Zustand und alles was mit der Messung zu tun hat.
Unter dem Stichwort “Dynamik” das Schicksal von unbeobachteten Quantensys-
temen. Und unter dem Stichwort “Identische Teilchen” die quantenmechanischen
Besonderheiten der Ununterscheidbarkeit.

1.1 Kinematik

Sie erinnern sich: ein quantenphysikalisches System (Elektron, Atom, Kartoffel, Uni-
versum) ist charakterisiert durch einen Hilbertraum JH, dessen Elemente v die
moglichen Zustdnde des Systems beschreiben, und eine Menge selbstadjungierter
Operatoren, deren Elemente A als Observable des Systems fungieren. Im Unter-
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Hilbertraum? . . .ist ein komplexer, vollstandi-
ger und separabler Vektorraum H mit Ska-
larprodukt, fiir zwei Vektoren ¢, 1 notiert
(¢|1). Das Skalarprodukt vermittelt die Norm
Y] == /(¥|¥), und die wiederum die Metrik

A, ¢) = [lv — 9l
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W’hlg Prinzipien der QM

Operator? ...ist in der Quantenmechanik ein
Tupel (A,D), wo A eine lineare Abbildung
von H (dem Hilbertraum des Systems) mit
Definitionsbereich D C H. Linear bedeutet
Alag + BY) = aA¢ + BAY fiir alle ¢, aus
dem Definitionsbereich und alle komplexen
Koeffizienten «, 3. Meist wird ein Operator
einfach beim Namen der Operationsvorschrift
A gerufen.

Der adjungierte von A, notiert At ist definiert
(G| A1) = (| A|@)* fiir alle ¢ € D(A) C K
und alle ¢ € D(A') ¢ H. Selbstadjungiert be-
deutet nun, dass sich die Abbildungen und die
Deﬁ}ltionsberei(ihe gleichen, kurz A= Af pzw.
GlAJ) = (BlAlg)* fiir alle ¢, € D(A) =
D(A?). Um den Text nicht mit zuviel tech-
nischen Details zu belasten, nehmen wir hier
immer an, dass alle Bereichfragen geklért sind
... und dass insbesondere alle Definitionsbrei-
che wenn schon nicht ganz H, dann doch zu-
mindest dicht in 3.

27. Januar 2016

schied zur klassischen Mechanik kodiert ein Zustand(svektor) dabei nicht die Eigen-
schaften eines individuellen Systems (das Elektron, das ich hier gerade in der Hand
halte), sondern die statistischen Eigenschaften eines Ensembles gleichartig (ndmlich
1-) praparierter Teilchen. Wird so ein Ensemble im Zustand 1 einer A-Messung un-
terworfen, so sind die Messwerte zuféllig verteilt, mit Mittelwert

(d), = ) (1.1)

(Wlp)

Ist der Zustandsvektor normiert, (¢[1)) = 1, entfillt der Nenner. In diesem Fall ist
der statistische Mittelwert offensichtlich gleich dem Diagonalelement von A, dann
auch genannt Erwartungswert von A im Zustand .

Unterschiedliche physikalische Zustdnde werden durch unterschiedliche Vektoren be-
schrieben, aber Ununterscheidbarkeit von Zustédnden impliziert nicht Ununterscheid-
barkeit der zugeordneten Vektoren. Zwei nichttriviale Vektoren v und v’, die sich
nur dadurch unterscheiden, dass der eine ein Vielfaches des anderen — die also linear
abhéngig sind — geben nach (1.1) fiir alle Observable den gleichen Erwartungs-
wert. Mathematisch sind sie verschieden, physikalisch aber ununterscheidbar.! “Li-
neare Abhingigkeit” ist eine Aquivalenzrelation, die Aquivalenklassen nennt man
Strahl, bei Beschrankung auf normierte Vektoren genannt Einheitsstrahl, notiert
(V] := {e®) | W) € H, ||[¢|| =1, ¢ € R}. Die Menge aller Einheitsstrahlen bildet
einen eigenen Raum, genannt der (komplexe) projektive Raum iiber 3, bezeich-
net P(H). Einheitsstrahlen, im Gegensatz zu Vektoren, sind in einer eins-zu-eins
Korrespondenz mit physikalischen Zustdnden. Das klingt gut. Leider erweist sich
die Formulierung der QM unter Riickgriff auf projektive Rdume als etwas sperrig.
Das Superpositionsprinzip, beispielsweise, ldss sich mit Einheitsstrahlen nur duflerst
umsténdlich formulieren: die Linearkombination a|¢) + §|¢) := |x) ist ein Vektor,

INichttrivial sind alle Vektoren aufier dem Null-Vektor.
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beschreibt also nach Normierung einen physikalischen Zustand, aber der Einheits-
strahl [x] ist eben keine Linearkombination der Strahlen [¢)] und [¢]. Wir werden
daher die “Strahlsprache” so weit wie moglich vermeiden, und stattdessen weiterhin
etwas lax von “Zustandsvektoren” sprechen.

Neben dem Mittelwert ist héufig auch die (quadratische) Varianz in einem statisti-
schen Experiment von Bedeutung, fiir normierte Zusténde definiert

AG(A) == ([(A = (A)y)*[0) (1.2)
Sie erinnern sich — die Wurzel aus der quadratischen Varianz vermittelt ein Maf fiir
die Streuung der Messwerte um den Mittelwert.

Die Menge der moglichen Messwerte einer A-Messung ist durch das Spektrum o4
des zugeordenten Operators A gegeben. Mit A selbstadjungiert ist das Spektrum in
jedem Fall reell. Instruktiv der Fall des reinen Punktspektrums o4 = {ay,as,...}
worin a; die diskreten Eigenwerte von fl, also fl|ai> = a;]a;) mit |a;) Eigenvektor
von A zum Eigenwert a;. Die Eigenvektoren bilden eine vollstandiges Orthonor-
malsystem,

{ailag) = & , Z jai)(as| = 1. (1.3)

Vollstandigkeit garantiert, dass jede Préparation vermessen werden kann: jede Wel-
lenfunktion [¢)) gestattet eine Entwicklung nach den |a;),

|¢> = Z%’W@) (1'4)

mit eindeutig bestimmten Entwicklungskoeffizienten 1; = (a;|1).? Orthogonalitiit
garantiert, dass die einzelnen Messausginge |a;) wohlunterscheidbar sind. Ausge-

driickt durch Eigenwerte a; und Eigenvektoren |a;) liest sich GL. (1.1) (A) = 37 a;|(a;|1)]?,

kurz: bei der A-Messung wird mit W’keit [1;|* = |(a;]|¢)|* der Messwert a; abgelesen.

2Die Folge (v; = (a;[1))dmI vermittelt die sog. A-Darstellung von [1)).
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Formal ist das Spektrum als Komplement der
sog Resolventenmenge definiert, o4 = C\ o4,
worin ¢ := {z € C|(z — A)~! beschriinkt}. Mit
A selbstadjungiert ist das Spektrum reell, die
Spektralschar vollsténdig. Die meisten Obser-
vablen sind durch ein Spektrum gekennzeich-
net das zwei Anteile enthilt, 04 = opp | 0ac,
wobei opp, — das sog Punktspektrum — die Men-
ge der Eigenwerte von A, und o, das sog kon-
tinuterliche Spektrum.
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Wird bei einer A-Messung ein Wert a; abgelesen, und wird dieser Messwert in einer
unmittelbar anschlieBenden Kontrollmessung bestétigt, ist die A-Messung in einem
idealen Messgerat verwirklicht. Messgerite im Labor sind natiirlich nie ideal; wer
aber nur geniigend Geld in die Hand nimmt, kann die Abweichungen seines Geriits
vom Ideal beliebig klein machen. Wenn im Folgenden von einer A-Massung die
Rede ist, ist immer die Messung mit einem idealen Messgerdt gemeint. In diesem
Fall bedeutet die A-Messung eine Zustandsdnderung

) = fai)  mit Wkeit [{a;|¢)[* (1.5)

zuweilen genannt Kollaps der Wellenfunktion. Man beachte, dass eine quanten-
mechanische Messung irreversibel ist: aus den Wkeiten (a;|¢)|*> — im Jargon auch
genannt Ubergangswahrscheinlichkeiten — lisst sich der Zustand v i.A. nicht re-
konstruieren: Dazu briuchte man nimlich sowohl Betrag jeder Ubergangsamplitu-
de (a;|¢)) (der experimentell ermittelt werden kann) als auch deren Phase (iiber die
eine A-Messung nichts zu sagen hat).

Um etwas vor Augen zu haben, rufen wir uns Spin—% in Erinnerung. Hilbertraum
Hspin ist >~ C2. Observable sind die Paulioperatoren &, 0y, 0. Die Paulis sind selbst-
adjungiert und geniigen der Algebra [0,,5,] = 2i0, (zyz zyklisch) nebst 62 = 1,
worin 1 die Identitét auf Hyp,, fiir alle |1)) € Hepm also 1]¢) = [¢). Die Algebra
garantiert, dass jede Linierkombination 6, := a6, + a,6, + a.6, mit reellen Koef-
fizienten a,, a,, a,, normiert a2 + az + a2 = 1, eine Observable “Spin-Einstellung in
a-Richtung” mit Eigenwerten +1 und —1, die zugehdrigen Eigenvektoren bezeich-
net | T,) und | |,) (lies: “rauf” und “runter”).® Das entsprechende Messgeriit ist ein
Stern-Gerlach Magent mit Orientierung in a-Richtung (bezeichnet SGM,): Teilchen

3In der sog Standardarstellung werden die Eigenvektoren von &, mit Spaltenvektoren identifi-

o (o) na=(9):- (16)
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die den SGM,, durch den oberen Kanal verlassen (Messwert +1) sind mit Sicherheit
im Zustand | 1,), Teilchen die den SGM,, im unteren Kanal verlassen sind mit Si-
cherheit im Zustand | |,). Werden Teilchen, die im Zustand [¢)) = | T,) prédpariert
sind, einer SGM,-Messung unterzogen, werden sie mit Wkeit (T, | T5)[?> = &
zu einem Messwerte +1 Anlass geben, entsprechend das SGM, durch den oberen
Kanal verlassen, und mit Wkeit [(|, | T5)|*> = 15Z% einen Messwert —1 anzeigen,
entsprechend das SGM, durch den unteren Kanal verlassen.

Ist ein Teil oder gar das ganze Spektrum kontinuierlich entsprechend |(a|)|*da die
Wkeit, einen Messwert im Intervall da bei a abzulesen. Pedanten weisen darauf hin,
dass Elemente a im kontinuierlichen Spektrum im strengen Sinne keine Eigenwerte
und daher die |a) auch keine Eigenvektoren: das Eigenwertproblem Ala) = ala) hat
fiir a € o, keine Losung |a) im Hilbertraum, sondern ledigliche in einem sog auf-
getakelten Hilbertraum (engl. rigged Hilbert space). Streng genommen ist nur das
Spektradifferential P(a,da) := |a)(a|da von Bedeutung — vgl. Ergéinzung Indika-
torobservable. Trotzdem werden wir auch die Zahlen im kontinuierlichen Spektrum
als Eigenwerte bezeichnen, und die |a) als Eigenvektoren — wenn’s denn sein muss

als verallgemeinerte Figenvektoren.*.

Um auch hier etwas vor Augen zu haben, rufen wir uns den Massepunkt in Erinne-
rung, zur Vereinfachung mit einem Freiheitsgrad. Wichtige Observable, sog Basisob-
servable, sind der Ort ¢ und der kanonischn konjugierte Impuls p. Andere Observable
sind Funktionen von Ort und Impuls wie beispielsweise die Hamiltonsche Energie

und die Paulioperatoren mit Matrizen

&m::<(1)é>, @::(35), &z:((l)_ol). (1.7)

4Wieder so ein Begriff, der eigentlich sinnlos ist. Kennen wir schon: auch die Diracfunktion ist
schliellich keine Funktion — aber was soll’s ...
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H = 2=+ V(q). Ort und Impuls geniigen der kanonischen Vertauschungsrelation,
4, p] = ih. (1.8)

In der sog Ortsdarstellung wirkt ¢ definitionsgeméfl wie “Multiplikation mit der
Koordinate x”, also (§¢)(x) = x1(x).> Der Impulsoperator wirkt wie “Ableitung”,
also (p)(x) = 2¢/(z). Hilbertraum ist in dieser Darstellung L*(R, dz) — der Funk-
tionenraum der quadratintegrabeln komplexwertigen Funktionen iiber einerm Maf-
raum (R, dz). Als Skalarprodukt fungiert (¢p|¢) = [ ¢*(2)(z)dx. Ist die Wellen-
funktion normiert, [ [¢(Z,t)/*dx = 1, vermittelt das Absolutquadrat |¢(x)|* die
Wkeitsdichte fiir die Ortsmessung: mit Wkeit [¢(z)|*dz wird ein Teilchen, das
im Zustand 1 prépariert ist, bei einer Ortsmessung in einer Umgebung dx bei x
gefunden.

Ortsmessung ist nett, aber beileibe nicht die einzige Messung, die man vornehmen
kann. Wenn man beispielsweise an Impulsen interessiert ist, vermittel die Fourier-

transformiert ¢ (k) := \/%7 [ e (x)dx die Wellenfunktion in der Impulsdarstel-

lung, und |¢(k)|?dk entsprechend die Wkeit bei einer Impulsmessung einen Mess-
wert in einer Umgebung Adk bei hk abzulesen.

Ach ja — die Streuungen der Messwerte von Ort und Impuls geniigen der Heisen-
bergschen Unscharferelation

M)Al 2 (19)

die Sie in der QM-I bewiesen und dort auch ausfiihrlich interpretiert haben ...

5 Analogie: ist M eine Diagonalmatrix mit Matrixelementen M,,,, = md,,, wirkt M auf einen
Vektor v geméss (Mv)y, = ), Mymnvn = mup,.
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1.2 Dynamik

Die irreversible Zustandsidnderung der Messung (1.5) kontrastiert scharf mit der
reversiblen Zustandsédnderung die das System durchmacht wéhrend es von seiner
Umgebung (Umwelt, Messgerit etc) isoliert ist. Zusténdig ist in diesem Fall die
Schrédingergleichung

L0 .
i |W() = HIW (). (1.10)

worin H der Hamiltonoperator des Systems.

Um nicht in Konflikt mit der W'keitsinterpretation zu geraten, ist der Hamilton-
operator notwendig selbstadjungiert. Formal fungiert er als Erzeugender, gebildet
Generator, zeitlicher Verschiebungen. Abstrakt notiert

(1)) = U1)¥(0) (1.11)

worin U(t) = e~ nHt unitar, sog Zeitentwicklungsoperator, auch Propagator, und

|W(0)) ein beliebiger Zustandsvektor, sog Anfangszustand.

Die Dynamik des Zustandsvektors bedeutet eine Zeitabhingigkeit der Erwartungs-
werte, (A)gpy = (UT(t)AU(t))w(0). Verabredet man hier in einem sog Heisenberg-
bild zeitabhingige Operatoren Ay(t) := U'(t)AU(t), schaut man auf Bewegungs-
gleichungen

d - 17~ .
—Au(t) = — |Au(t), Hu(t)] . (1.12)
mit Anfangsbdingung Ay(t = 0) = A, und [:IH(zf) = U H)U(t) der Hamil-

tonoperator im Heisenbergbild (Hy(t) = H falls H zeitunabhiingig). Ist A explizit
zeitabhingig (Beispiel: A= G+1) ist die rechte Seite um einen Term 24 zu ergéinzen

p ot
(im Beispiel 22 =1).
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Eine Operator, der sich unter der Zeitentwicklung nicht d&ndert— alternativ: dessen
Erwartungswert zeitunabhéngig — heifit eine Konstante der Bewegung, auch Erhal-
tungsgroBe. Offensichtlich konstituiert A genau dann eine Erhaltungsgrofe, wenn
A mit dem Hamiltonoperator kommutiert. Das Paradebeispiel vermittelt atomarer
Wassertstoff, nicht-relativistisch und ohne Spin, wie Sie ihn in der QM-I Vorlesung

kennengelernt haben. Der Bahndrehimpuls l=Fx ﬁ — genauer gesagt: jede karte-
sische Komponente £, = @ - { mit @ Euklidischer Einheitsvektor “in a-Richtung” —

kommutiert mit dem Hamiltonoperator H = % — 4;250 % und ist daher eine Erhal-

tungsgrofe, w(t)@@/)(t)) = const..

Zwei kommutierende Observable A und B besitzen ein gemeinsames System von
Eigenvektoren (kurz: A und B lassen sich gemeinsam diagonalisieren). Im Falle
atomaren Wasserstoffs sind die ¥y, (19, ) mit n = 1,2,..., £ = 0,1,...,n — 1,
m = —{,—¢ + 1,...,¢ sowohl Eigenfunktionen von ]:{ , namlich Htbpym = EntWnim

mit g,y = —%, als auch Eigenfunktionen von ll und ﬁé, namlich ézwnlm = hm¥nim
und Ezwnlm = h*(¢ 4+ 1)%pim- Kein Wunder — schliefilich kommutieren /. und 2
sowohl untereinander (das gemeinsame System von Eigenfunktionen sind die Ku-

gelflachenfunktionenen Y7,,) als auch mit H. Die Index-Variablen ¢ und m sind S0g.
gute Quantenzahlen

1.3 Symmetrien und Erhaltungsgroflien

Viele Systeme sind durch ihre Symmetrien charakterisiert. Das System “Massepunkt
im Zentralfeld”, beispielsweise, ist “drehsymmetrisch”, womit gemeint ist, dass die
Hamiltonfunktion H(p,7) = % + V(|7]) invariant ist unter Drehungen, kanonisch
dargestellt (7, p) — (RF, Rp), wo R € SO(3) orthogonale 3 x 3-Matrix, R~! = RT|
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die die Orientierung respektiert, Det(R) = 1.

Symmetrie impliziert Erhaltungsitze — so lasst sich das Noether’sche Theorem in
drei Worten zusammenfassen. Etwas ausfiihrlicher: die Erzeugenden einer kontinu-
ierlichen Symmetriegruppe sind erste Integrale der Bewegung. So ist beispielsweise
die z-Komponente des Bahndrehimpulses Erzeugende einer infinitesimalen Drehung
um die z-Achse. Durch Hintereinanderausfithren derartiger infinitesimaler Drehun-
gen lésst sich jede endliche Drehung um die z-Achse erzeugen. Weist das System
Rotationssymmetrie beziiglich Drehungen um die z-Achse auf, ist nach dem Noether-
schen Theorem die Erzeugende /. eine Konstante der Bewegung.®

In der Quantenmechanik werden kanonische Transformationen wie Drehungen, aber
auch Verschiebungen, Spiegelungen durch die sog Wigner-Automorphismen darge-
stellt. Unter einem Wigner-Automorphismus 7" (“7” wie Transformation) versteht
man in diesem Zusammenhang eine bijektive Abbildung von Zustédnden (=Einheits-
strahlen) [¢0] — T([¢)]), die von einer Abbildung der Observablen (=selbstadjun-
gierte Operatoren) A — T(A) begleitet wird, derart, dass die Verteilungen bzw.
Ubergangswahrscheinlichkeiten unter 7' invariant sind. Ist gar der Hamiltonopera-
tor unter T invariant, also T(H) = H, ist T eine Symmetrietransformation fiir das
betrachtete System.

Der Satz von Wigner besagt nun, dass jeder derartige Automorphismus im Hilber-
traum realisiert werden kann

U = U,

SIm {ibrigen verdanken Symmetrietransformatione ihre hervorragende Bedeutung dem einfa-
chen Umstand, dass sich mit ihrer Hilfe verschiedene Losungen zu einer gegebenen Bewegungsglei-
chung generieren lassen. Hat man beispielsweise eine bestimmte Keplerellipse, die die Bewegung
des Probeteilchens im Schwerefeld beschreibt, erhédlt man durch eine einfache Drehung dieser El-
lipse eine weitere, physikalisch realisierbare Bahn. Die beiden Ellipsen mogen verschieden sein,
die Bewegungsgleichungen, die ihnen zugrunde liegen, sind es wegen der Rotationsinvarinz der
Hamiltonfunktion nicht.

A A =UAU (1.13)
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Eine kanonische Transformation ist eine
Selbstabbildung des (g, p)-Phasenraums un-
ter der Hamiltonsche Vektorfelder auf Hamil-
tonsche Vektorfelder abgebildet werden. Ei-
ne Menge kanonischer Transformationen, in
der zu jeder in ihr enthaltenen Transformati-
on auch eine Umkehrung in der Menge exis-
tiert, und die unter der Verkniipfung “Hin-
tereinanderausfiihrung” abgeschlossen ist, de-
finert eine bestimmte Transformationsgrup-
pe. Ist die Hamiltonfunktion eines physika-
lischen Systems invariant unter den kanoni-
schen Transformationen einer Transformati-
onsgruppe spricht man von einer Symmetrie-
gruppe des Systems. Eine Transformations-
bzw. Symmtriegruppe heit eine kontinuierli-
che der Dimension d, wenn sich die Transfor-
mationen mit d wesentlichen Parametern ana-
lytisch parametrisieren lassen (d. h. die Para-
meter sollen sich nicht als Funktionen von we-
niger Parametern darstellen lassen) und dis-
kret, falls die Parametermannigfaltikeit eine
Teilmenge der natiirlichen Zahlen.

FEine infintesimale Transformation ¢ — Q. =
q+en(gp)+...,p— P- =p+el(g,p) +...
mit ... von Ordnung &? fiir |¢| < 1, ist kano-
nisch, wenn es eine Funktion F'(q, p) — genannt
die Erzeugende der Transformation — gibt, so

dassn:%—l; undC:—%—g.
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wobei U = U (T'), bis auf eine globale Phase durch 7" eindeutig bestimt, entweder
unitér und linear,

({Ug|UY) = (o),  Ulalg) + BlY)) = all|g) + BU|Y) (1.14)

oder antiunitar und antilinear

({Ug|UY) = (glv)*,  Ulalg) + BlY)) = a*U|¢) + B*U[) (1.15)

Ob nun unitar oder antiunitir — in jedem Fall

A

Ut =0, (1.16)

Antiunitdare begegnen einem in der Quantenmechanik bei der Zeitumkehr und der
Ladungskonjugation. Andere Transformationen, wie beispielsweise raumliche Spie-
gelungen, rdumliche Verschiebungen und Drehungen, aber auch Schiibe (Galilei bzw.
Lorentz) werden durch unitéire Operatoren dargestellt. Der unitére U, := e #% , bei-
spielsweise, dient der Darstellung einer Transformation “Verschiebung”. In der Orts-
darstellung p — 2L jst (Uh)(x) = ¢(z—a). Lies: erzeugt eine Maschine M Teilchen
im Zustand 1(z), so erzeugt die um a verschobene Maschine Teilchen im Zustand
Y'(x) = ¢¥(x — a). Aus der infinitesimalen Verschiebung um ¢, ¢ — ¢/ =) — %5}51&
liest man die Erzeugende der Verschiebung ab — der kanonische Impuls! Gefragt,
was denn nun der kanonische Impuls sei, diirfen Sie nun gebildet antworten “Die

Erzeugende der Verschiebung!”.”

Sei nun A eine Observable, nicht notwendig eine Erhaltungsgrofe, die im Folgenden
die Rolle einer Erzeugenden iibernimmt. Dann ist der Operator U. = e~ worin
¢ eine reelle Zahl, in jedem Fall unitir, daher legitimer Kandidat fiir einen Wigner-
Automorphismus. Hat man dann eine Losung |W(¢)) einer Schrodingergleichung zum

"Noch besser: “Die Erzeugende der virtuellen Verriickung.”
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Hamiltonoperator H, so ist |¥.(t)) := U.|¥(¢)) Losung einer Schrodingergleichung
zum Hamitlonoperator H. = UEI:[ Uj . Im Allgemeinen sind die Hamiltonoperatoren
H und H. verschieden, sind also unterschiedlichen Systemen zugeordnet. Ist jedoch
A eine Erhaltungsgrofie, kommutieren also Hund U., ist H = H., d.h. das System
(nicht die Zusténde!) ist invariant unter der Transformation mit U., kurz: die mit
A erzeugte kontinuierliche Transformationsgruppe ist eine Symmetriegruppe des
Systems.

In der Elementarteilchenphysik stellt man zunéchst experimentell Erhaltungssétze
fest, postuliert entsprechende Symmetriegruppen, und schrinkt so die méglichen
Hamitonoperatoren ein. Rotationsinvarianz, beispielsweise, bedeutet dass die Spin-
Wechselwirkung zweier Teilchen 1 und 2 notwendig von der Form v5; - 53, worin
v eine experimentell zu ermittelnde Funktion, die nur vom Abstand der beiden
Teilchen abhéngen kann.

1.4 Aus zwei mach eins — zusammengesetzte Sys-
teme

Fiithrt man zwei Systeme A und B zusammen, entsteht ein neues System, genannt zu-
sammengesetztes System bzw. Verbundsystem, bezeichnet AB. Der Hilbertraum des
zusammengesetzten Systems, HAP) ist das Tensorprodukt HAB) .= HA) @ HB),
Bevolkert wird H45) von den sog Produktzustinden |¢) @ |x), ¢ € HW, y € HP)
und deren Linearkombinationen, die im Allgemeinen nicht die Form von Produkt-
zustinden haben. Das Skalarprodukt auf H“®) wird iiber das Skalarprodukt der
Faktorrdume erklért,

(el @ (B]) (I} @ 16)) = {alm) P (B]6)*) (1.17)
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Als Basis von H“P) kann eine sog Produktbasis gewahlt werden
|cij) = lai) ® [bj) . (1.18)

Ein allgemeiner Zustand des Verbundsystems ist dann die Linearkombination

Y) = szﬂai) ® [b)) - (1.19)

Kann man Vektoren |¢) € H und |y) € H®) finden, so dass [¢) = |¢) @ |x)
nennt man [¢) einen Produktzustand. Andernfalls nennt man [1)) einen verschrinkten
Zustand. In den Ubungen zeigen Sie, dass die verschrinkten Zustinde die Regel sind,
die Produktzustidnde die Ausnahmen.8

Als Belsplel betrachten wir zwei Qubits bzw. zwei Spln—— i.e. Hilbertraume H“
C2, H®) ~ C2. Der Hilbertraum des zusammengesetzten Systems ist 4- dlmensmnal,
ﬂ-C(A) X J—C(B) ~ C*. Mittels Matrixdarstelllung in den Faktorriumen

¢
oG ]eer e |2 ee (120
induzieren wir eine Matrixdarstellung eines Produktzustands,
X1 P1x1
o1 X2 P1X2 4

9) © |x) — a1 l=1 e | €€ (1.21)

% X2 PaXa
8Fiir endlichdimensionale Fakotrriume mit M := dimH@, N := dimHP) ist die Menge

der Produktzusténden eine Mannigfaltigkeit der Dimension 2(M + N) — 4 (—4 wegen Phasen
und Betrag), wohingegen die Menge aller Zustandsvektoren eine Mannigfaltikgeit der Dimension
2MN — 2 (MN ist die Dimension des Produktraumes, —2 wegen Phase und Betrag).
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Eine Observable A des Subsystems A wird als Observable des Verbundsystems pe-
dantisch notiert A ® 1®), worin 1® die Identitit auf H®). Eine allgemeine Obser-
vable des Verbundsystems kann — zumindest formal — immer als eine Summe von
Produkten der Form A ® B geschrieben werden.

Die Beschreibung zusammengesetzter Systeme mittels Tensorierung ist nicht auf
Bi-partite Systeme beschrankt. Atome, Molekiile und Festkorper sind “zusammen-
gesetzte Systeme”, nur dass der Hilbertraum des Gesamtsystems ein vielfaches Pro-
dukt der Hilbertrdume der einzelnen Teilchen.

Eine wichtige Klasse zusammengesetzter Systeme sind die Vielteilchensysteme der
Festkorperphysik, der (ultrakalten) Gase oder Fliissigkeiten. Vielteilchensysteme —
Sie erinnern sich an Thre Thermodynamik-Vorlesung — werden gerne statistisch be-
schrieben — schliefllich hat man kaum die Zeit oder die Nerven alle 10** Freiheitsgrade
in einem Liter Luft genau zu beschreiben wenn man doch nur am Druck bei einer
gegebenen Temperatur interessiert ist.

Vielteilchensysteme sind noch aus einem anderen Grund wichtig: Umgebungen eines
Systems oder die Messgerite an die das System zu Zwecken der Messung gekoppelt
wird, sind typischerweise Vielteilchensysteme, involvieren viele Freiheitsgrade. Die
Kopplung eines kleinen Systems mit wenig Freiheitsgraden an ein System mit vielen
Freiheitsgraden — zuweilen genannt “Bad” — und sei die Kopplung noch so schwach,
fithrt zu irreversiblem Verhalten des kleinen Systems — denken Sie nur an die Ddmp-
fung eines Pendels (das System), das in Luft (das Bad) schwingt. Die Dynamik des
Gesamtsystem “Pendel + Luft” ist dabei weiterhin reversibel — schliellich ist das
System der Newtonschen Bewegungsgleichungen wie auch die Schrédingergleichung
des Gesamtsystems invariant unter Zeitumkehr.
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1.5 Gemische Zustinde — Quantenmechanik 2.0

Kann der Zustand eines Quantensystems durch einen Hilbertraumvektor beschrie-
benwerden, sagt man das Quantensystem liege in einem reinen Zustand vor. Ein
System in einem reinen Zustand zu préaparieren ist allerdings nur selten moglich. Im
allgemeinen wird in einem gegebenen physikalischen Aufbau das System in einem
statistischen Gemisch reiner Zustédnde prépariert. So ein Zustandsgemisch, nennen
wir es p, besteht beispielsweise aus einer gewissen Zahl, sagen wir /V, reiner Zustédnde
Y, © = 1..., N, und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung py,...,py, wobei p; die
Wrkeit, dass 1; im Gemisch vertreten ist. Die 1); miissen dabei weder paarweise
verschieden noch paarweise orthogonal sein. In jedem Fall aber Zfil pi = 1.

Wird nun das fragliche System einer A-Messung unterzogen, wire (1;|Ay;) der
Erwartungwert sofern das System im reinen Zustand [¢;] vorldge. Entsprechend ist
der Erwartungswert fiir das Gemisch

=z

Z (il AJaps) (1.22)

Mit der Verabredung
N
o= pili) (il (1.23)
i=1
148t sich Gl. (1.22) kurz und biindig formulieren
(A), = Te{pA) (124)

wo Tr{X} die Spur von ):( bezeichnet. In einer Matrixdarstellung bzgl. eine Hilber-
traumbasis |¢,,) also Tr{X} = > (¢, X|d,).
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Der in (1.23) definierte Operator ist ein Beispiel fiir einen sog Dichteoperator, zu-
weilen auch genannt statistischer Operator. Allgemein qualifiziert sich ein Operator
p als Dichteoperator, wenn er folgende Eigenschaften aufweist:

p=p selbstadjungiert (1.25)
(WY|pl) =0 positiv definit (1.26)
Tr{p} =1 normiert (1.27)

In den Ubungen zeigen Sie, dass der in (1.23) definierte Operator diesen Anforde-
rungen genugt.

Ein Dichteoperator ist selbstadjungiert. Er kann daher immer diagonalisiert werden,

p= ZIO#‘PMHP/L’ (1.28)

wo p, die reellen Eigenwerte, und |p,) Eigenvektoren. Positivitdt von p impliziert
nicht-Neagitivitat der Eigenwerte, also p, > 0, und Normiertheit von p bedeutet
0 < p, <1, insbesondere ) . Pp = 1. Kurz: die Eigenwerte von p haben die Be-
deutung von Wahrscheinlichkeiten. Im besonderen Fall, dass alle Eigenwerte bis auf
einen den Wert Null haben, ist p ein Projektor der Form p = |¢)(¢|. Man spricht
dann von einem reinen Zustand. In allen anderen Féllen spricht man von einem Zu-
standsgemisch. Offensichtlich stehen die reinen Zusténde der Quantenstatistik in
einer eins-zu-eins Korrepondenz mit den Einheitsstrahlen der gewthnlichen Quan-
tenmechanik (und also in einer eins-zu-eins Korrespondenz mit den physikalischen
Zustédnden).

Dichteoperatoren die ein Gemisch beschreiben sind Thnen aus der Thermodyna-
mikvorlesung wohl vertraut. Der harmonische Oszillator, beispielsweise, in einem

Wirmebed der Temperatur 7', wird im thermodynamischen Gleichgewicht beschrie-
ben durch

.1 -
p= - expi-fH} (1.29)
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worin H = % + %mwQCjQ der Hamiltonoperator des Harmonischen Oszillators, w
seine Eigenfrequenz, § = kBLT mit kg die Boltzmannkonstante, und Z = Tr{e ##}

die kanonische Zustandssumme. In der Energiedarstellung p = 7, 6_25” In)(n,

worin |n) Eigenvektor von H zum Eigenwert ¢, = (n + Hhw.

Fiir Dichteopertoren gilt ganz allgemein
Tr{p?} <1 (1.30)
wobei die Ungleichung genau fiir die reinen Zustdnde geséttigt,
Tr{p’} =1 < p ist reiner Zustand (1.31)

Letztere Gleichung kodiert ein einfach anzuwendenes Kriterium um einen gegebenen
Zustand auf Reinheit zu iiberpriifen.

Die Menge der Dichteoperatoren — genannte der Zustandsraum, bezeichnet §(H) —
ist eine konvexe Teilmenge aller Operatoren. Hat man némlich zwei Dichteopera-
toren pg und p; so ist

pr=Ap1+ (1= A)po (1.32)

fiir jedes reelle A € [0, 1] wiederum Dichteoperator.

Das Zustandspostulat der Quantenmechanik kann nun modifiziert werden

Zustandspostulat 2.0 Der Zustand eine quantenphysikalischen Systems ist vollstandig
durch einen Dichteoperator charakterisiert.

Und weil wir grad dabei sind, modifizieren wir auch gleich das Observablenpostulat

Observablenpostulat 2.0 Der statistische Mittelwert der Messergebnisse einer A-
Messung an einem System im Zustand p ist gegeben (A), = Tr{Ap}.
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Das Zeitentwicklungspostulat stellen wir zuriick. Lediglich fiir abgeschlossene Sys-
teme konnen wir jetzt schon formulieren

d . 11~ .
o) = — [H,p] . (1.33)
sog. Liouville-von Neumann Gleichung. Der Beweis ist denkbar einfach: wie oben
schon gesagt, wird die Dynamik eines abgeschlossenen Systems fiir Zustandsvekto-
ren durch die Schrédingergleichung beschrieben. Fiir das Paradigma in der Einlei-
tung zu diesem Abschnitt bedeutet das p(t) = Y, pi|i(t))(¢i(t)], und also < p(t)
wie in (1.33) angegeben. Man beachte die strukturelle Ahnlichkeit der Liouvill-von
Neumann Gleichung mit den Heisenberggleichung (). Lediglich die Reihenfolge der
Operatoren auf der rechten Seite ist vertauscht.

Die Modifikationen bedeutet gliicklicherweise keine “Anderung” der Quantenmecha-
nik. Alles, was Sie in der QM-I gelernt haben, ist nach wie vor giiltig. Jede Situation,
die die Anhénger der 2.0-Postulate mit einem Dichteoperator beschreiben, kénnen
Sie in der Sprache der QM-I beschreiben (wie sie aus den ersten beiden Absétzen zu
diesem Abschnitt unschwer ablesen kénnen). Aber Achtung! Die Zusammensetzung
eines Gemisches — also die ¥; und ihre Gewichte p; — lassen sich aus einem gegebe-
nen Dichteoperator i.A. nicht rekonstruieren. Dazu ein kleines Beispiel, wie immer
Spin-1. Produziert eine Quelle @ Teilchen in Zusténden | 1.) und | |.) mit jew.
W'keit 0.5, und eine andere Quelle Qo Teilchen in Zusténden | T,) und | |,), auch

mit jew. Wkeit 0.5, ist der Dichteoperator fiir beide Quellen p = %i.
Eine Ausnahme von der “Nicht-Rekonstruierbarkeit der Zusammensetzung” bilden
Dichteoperatoren der Form p = [¢)(¢|. Man nennt so einen Dichteoperator einen
reinen Zustand (wie man auch einen Dichteoperator zuweilen einfach als ‘Zustand’

bezeichnet).

Nehmen wir an, das zusammengesetzte System ldge in einem reinen Zustand vor,
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also [¢) =37, Yiulsi) ® |B,), bzw
0sB = ZZ] Zpi,u,julsiﬁ,u><5jﬁu| (134>
%

worin p;,,,, die Matrixelemente des Dichteoperators, pi, . = (siBu|psB|S;0)-

Eine Systemobservable Ag wird nun fiir das zusammengesetzte System dargestellt
Agp = As ® 1g. Der Erwartungswert

~

<ASB>PSB (135)
Fithrt man an dieser Stelle die sog. Partialspur iiber die Bad-Variable ein,

ps = Trppsp = > [si)(s;1 Y (s:Bulpanls;Bu) (1.36)
i,J H

lasst sich () kurz und knapp formulieren

~

(Asp)psy = TrsAsps . (1.37)

Man beachte, dass hier auf der rechten Seite nur noch von den Zustéinden und
Observablen von S die Rede ist. Das Bad ist in () eliminert worden — allerdings nicht
ohne seinen Fuflabdruck im reduzierten Dichteoperator pg — dem Systemzustand —
zu hinterlassen.
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