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> Aufgabe 1 (Klein’sches Paradox)

Die Streuung an der Potentialschwelle, Sie erinnern sich, ist eine beliebte Ubungsaufgabe
der nicht-relativistischen Quantenmechanik.

Um die Sache nicht unnotig zu komplizieren untersuchen wir die Streuung geladener Klein-
Gordon Teilchen in einer Dimension. Zusténdig ist die Klein-Gordongleichung
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worin ®(z) die Potentialschwelle
0, z <0
qD(Z):{ O z2>0 (2)

Analysieren Sie die Streung monoergetischer Teilchen der Energie E die von links einfallen,
also ®j,(2,t) = e P/M+ikz Bestimmen Sie Reflektions- und Transmissionkoeffizienten R
und 7" = 1— R der Schwelle. Wenden Sie Thre Augenmerk auf den Fall der “hohen Schwelle”
e®y > E + mc?, iiberzeugen sich, dass in diesem Fall R > 1 und T' < 0, und suchen Sie
diesen merkwrdigen Befund des sog Klein’schen Paradox zu interpretieren.

> Aufgabe 2 (Omniprisenz der negativen Energien)

Betrachten Sie ein freies Dirac-Teilchen das zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch
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beschrieben wird, also “Gauss’sches Wellenpaket” ausschliefflich positiver Energie-Komponenten.

Zeigen Sie durch Losen des Anfangswertproblems der freien Dirac-Gleichung: (a) Zu einem
spéteren Zeitpunkt entwickelt ¢ Anteile negativer Energie. (b) Die Anteile werden O(1),
wenn a von der Gréfenordnung oder kleiner als die Comptonwellenlédnge.

Merke: Versucht man Teilchen besser als ihre Comptonwellenléinge zu lokalisieren wird man
mit relativistischen Effekten konfrontiert.

> Aufgabe 3 (Zitterbewegung von Dirac-Teilchen)

Zitterbewegung bezeichnet die scheinbar zittrige Bewegung eines freien Dirac Teilchens.
Statt im Schrodingerbild, analysieren wir hier die Zitterbewegung im Heisenbergbild. Im
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Heisenbergbild bewegen sich die Operatoren geméf!

do(t) 1
mit H Dirac Hamiltonoperator,
H = cd - p+ Bmc*. (5)
(a) Zeigen Sie
dp(t)
awt)
o = 0(t) = ca(t), (7)
da(t) 2 -
= (- Ha() (5)

(b) In der Vorlesung wurde schon darauf hingewiesen, dass die Eigenwerte der a-Matrizen
gleich £1, und es wurde geschlossen, dass Diracteilchen sich daher nur mit Lichtge-
schwindigkeit bewegen konnen. Erlaubt die Quantenmechanik, diesen Befund expe-
rimentell zu verifizieren? Falsifizieren?

(c) Bestiitigen Sie durch Integration der Bewegungsgleichungen (6)—(8),

Z(t) = 7(0) + %ﬁt + %H—l (eXHU/m 1) (&(0) - C—ﬁ) : (9)

(d) Identifizieren Sie in (9) den Term, der der Bewegung eines Welllenpakets mit der
Gruppengeschwindigkeit entspricht.

(e) Analysieren Sie den oszillierenden Term in (9), der der Zitterbewegung entspricht.

Bestétigen Sie, dass die Zitterbewegung von der Interferenz von Zustdnden positiver
und negativer Energie herriihrt.
Hinweis: Uberzeugen Sie sich zunschst davon, dass der Operator @(0) — Cﬁﬁ nur zwi-
schen Zustidnden mit gleichem Impuls nichtverschwindende Matrixelemente besitzt.
SchlieBen Sie sodann aus @H+Hd = 2cjj (Beweis!), und also (@—%)H+H (d—%) = 0,
dass die Energien entgegengesetzt sein miissen.

'Um die Notation nicht unnétig aufzublihen verzichten wir auf die Hiite auf den Operatoren.
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